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自适应网格揉皱薄片的撕裂模拟
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摘要：模拟常见的纸张撕裂现象是薄片形变模拟算法中的一种重要应用．这里提出了一种基于薄片

揉皱模型的撕裂模拟算法．该算法使用揉皱张量场模型作为撕裂形变模拟的输入数据来引导裂缝

的生长，在每一步迭代中准确地更新一个反映薄片内各点处的张量场并执行动态的重网格化，制作

出了真实的纸张裂缝与三维褶皱效果．该算法能在数秒内得到最终模拟结果，实验证明该算法可以

逼真地生成揉皱纸张受到外力作用下的撕裂效果图．
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０　引言

在计算机图形学领域内的物理真实感模拟研究

中，对于薄片的破坏性形变算法的研究已经有了一

些工作．对诸如纸张、铝箔等薄片物体在外力作用下

发生不可恢复的弯折或者直接破碎等形变现象已有



方法能做较为逼真的模拟．这一类基于易损薄片的

形变算法与基于弹性能量的薄膜形变算 法［１－２］具 有

本质的不同：后者强调形变量的整体协调分布并在

此过程中保持原模型的细节，输入模型仅发生整体

形状的改变且表示所用的网格的结构不变；而前者

计算的是不可逆的破坏性改变，导致直接改变网格

拓扑结构，并且从简单的基础形状上诞生出新的物

理可信的裂纹、残片等细节．
我们观察到日常生活中撕纸时纸张会发生一种

常见现象：“折痕引导 裂 缝”．这 是 指 当 纸 张 受 到 外

力揉捏、折叠等作用后往往会留下不可逆的折痕．即
使纸张被展开并摊平试图恢复原状，但之前的折痕依

然存在．随后纸张在两个反方向外力同时作用下会出

现裂缝．这种裂缝的起始位置一般是在两个受力点中

部的一个随机区域内，然后会沿着折痕发展，并最终

得到一个逼近于原来折痕形状的裂缝．传统方法没有

考虑折痕的这种影响，已知的关于薄片不可逆形变的

方法仅研究对平整的纸张在外力撕扯下的效果［３］．
对纸张的揉皱与撕裂过程都可以很好地用三角

网格的薄片模型（ｔｈｉｎ　ｓｈｅｅｔ　ｍｏｄｅｌ）来模拟．由于纸

张“薄”的特点，我们抛弃传统的四面体网格建模，直
接使用三角网格曲面模型，节省了很大的计算量．在
揉皱和撕裂过程中，我们都使用了自适应的三角网

格重划分来进行数值模拟与几何建模．在揉皱的过

程中，我们在三角网格内部记录薄片破损程度以及

其破损方向场等数据，这些数据将会被用于随后的

薄片撕裂的模拟中．为了绕开揉皱薄片的展开摊平

这一较难模拟的逆过程，我们这里放弃了揉皱过程

中的三维几何数据，直接将薄片破损数据嵌入平整

的三角网格中来引导撕裂的动态过程．
对揉皱的网格进行撕裂模拟有一些挑战．揉皱

过程中得到的自适应网格需要保持其在揉皱部分的

紧密．揉皱的过程中，对破损程度以及塑形张量迅速

变化的部分我们使用紧密的网格划分．这样做的原

因是如果这部分的被粗化，会极大地降低模拟精度．
我们采用了在揉皱过程中使用的尺寸场作为输入，
将其作为最终的尺寸场的一部分，让细密的部分避

免被粗化以保证模拟精度．在计算平整纸片的撕裂

的迭代运算时，采用裂缝传播的方法［３］，确保裂缝在

主体方向上沿着折痕或者褶皱的方向传播．采用揉

皱过程得到 破 损 量 等 数 据 对 分 裂 张 量 模 型 进 行 改

进，影响裂缝的传播方向从而得到逼真的揉皱纸片

的撕裂动态过程．

对弹性薄片的物理真实模拟一直是图形学中一

个重要的部分［４－５］．对带有一定厚度的塑性材料常使

用四面体网格建模，模拟算法的目标一般是保持其

体积不变［６］．但是四面体网格不适合在厚度几乎可

以忽略的薄片模型上使用：Ｗｉｃｋｌｅ等［７］提出了一种

塑性嵌入来避免塑性在网格中的扩散．Ｎａｒａｉｎ等［８］

将塑性嵌入的方法引入到了布料模拟中．
自适应的网格重划分近来在各类物理真实感的

模拟算法中被使用，比 如 文 献［９－１０］利 用 四 面 体 网

的自适应重划分表示流体模拟的计算域，文献［８－９］
为了执行薄片模拟而做三角网格的重划分．对于较

坚硬的材料，网格重划分时会由于点位置的扰动引

入一些异常的张力，Ｎａｒａｉｎ等［８］提出了一个重新整

理的方法来解决该问题．
图形 学 中 最 早 的 撕 裂 模 拟 研 究 可 以 追 溯 到

Ｔｅｒｚｏｐｏｕｌｏｓ的研究［１３］，这 种 方 法 使 用 了 简 单 的 张

力限制，超过某个临界值的地方将会被撕裂．在近些

年图形学的研究中，使用到了分离张量［１４］，分离张

量提供了每个点上的最大张力的标准．由于分离张

量与三角网格中面的大小以及其邻接的面有关，所

以只能在 相 对 均 匀 的 网 格 上 使 用．Ｇｉｎｇｏｌｄ［１５］提 出

了一种薄片上统一的拉伸和折弯张量模型，但是这

种静态的网格重划分方法和简单的撕裂判断条件会

带来一些不真实的撕裂图案．文献［３］中使用了自适

应的动态网格重划分以及一种新的基于分离张量的

撕裂模型得到了很好的平整的薄片的撕裂模拟．本

文在薄片褶皱模型的基础上进行褶皱薄片的撕裂模

拟，以得到接近物理真实细节丰富的薄片撕裂效果．

１　算法概述

我们的模型 使 用 了 Ｎａｒａｉｎ等［８］的 结 果 作 为 输

入，文献［８］的模型接受一个平整的薄片作为输入，
然后输出一个揉皱的模型．我们通过一个改进的撕

裂算法来对这个揉皱的薄片来进行撕裂模拟．
文献［８］的模型中，薄片有３个不同嵌入，分别

是二维平面上的材料嵌入，１个塑性嵌入，还有１个

模拟中的存在弹性形变的嵌入．采用材料嵌入作为

我们算法的输入．这个嵌入本身并没有保存揉皱后

的薄片的形变，我们保存每个点上的破坏程度以及

塑性张量，通过这些量来对纸片撕裂过程的方向做

引导，以达到揉皱纸片撕裂模拟的目的．
１．１　模拟过程

撕裂模拟的过程和文献［３］的模拟过程类似，每

３９８第１１期 自适应网格揉皱薄片的撕裂模拟



个顶点对应着一个没有形变的空间中的坐标ｕ以及

模拟空间中的 世 界 坐 标ｘ，速 度ｖ，塑 性 张 量Ｓｐ，Ｓｅ
分别代表拉伸塑性和折弯塑性．

在每一步中，我们首先更新每个顶点的位置，这
个时候会处理碰撞的问题，之后会重新计算每个塑

性张量．使用这些计算好的数据来更新撕裂过程，在
材料不能承受的地方生成新的裂缝．之后为了保证

模拟的精度，对裂缝附近做一个网格精细化，然后再

对整个网格做网格重划分，然后继续下一步的模拟．
１．２　弹性模型

我们使用的弹性模型和文献［８］的模型类似．形
变梯度Ｆ＝!ｕｘ是一个３阶矩阵，描述拉伸的Ｇｒｅｅｎ
张量由

Ｇ＝ １２
（ＦＴＦ－Ｉ） （１）

给出，由材料嵌入可算出张力：

σ＝ｋｓ（１－ｖ）Ｇ＋ｖｔｒ（Ｇ）Ｉ （２）

式中，ｋｓ＝Ｙ／（１－ｖ２）是拉伸刚性．这 些 量 都 是 在 网

格的每个面上计算的．离散的弯曲应变［１２］可以通过

每个面和它邻接的面的夹角算出，

Ｓ＝ １
２Ａ∑

３

ｉ＝１
θｉ－θＲ（ ）ｉ ｌｉｔｉｔ２ｉ （３）

式中，Ａ代表这个三角形的面积，ｌｉ是边的长度，ｔｉ是

每个边的垂线方向的单位向量，θｉ是二面角，θＲｉ 是放

松状态下的二面角．
薄片的弹性势能就可以用下式给出：

Ｅ＝∑
ｆａｃｅｓ

ｉ

Ａｉ
２Ｇｉ

：σｉ＋∑
ｅｄｇｅｓ

ｉ
ｋｂ ｌ

２
ｉ

８　Ａｉ θｉ－θ
Ｒ（ ）ｉ ２ （４）

平整薄片作为揉皱过程的输入在揉皱过程中得到薄片的形变以及破损量，作为撕裂模型的输入产生揉皱后的撕裂效果．

图１　撕裂模拟流程

Ｆｉｇ．１　Ｐｒｏｃｅｓｓ　ｏｆ　ｔｅａｒｉｎｇ　ｏｆ　ｃｒｕｍｐｌｅｄ　ｓｈｅｅｔｓ

式中，拉伸刚性ｋｂ＝αｋｓｈ２／１２，参量α使得材料可以

有各向异性的刚性．网格顶点的运动可以通过对势

能方程求导得出网格顶点的运动方程．

２　揉皱撕裂模型

我们将揉皱的薄片的撕裂看作是平整薄片撕裂

的一种扩展．在平整薄片的撕裂中［６］，使用了一种在

动态网格重划分的网格上的一种裂缝传播的算法，
我们将基于这个算法给出一个揉皱薄片的裂缝传播

算法．
对于揉皱薄片的撕裂模拟有两个主要过程，第

一部分揉皱过程将一个平整薄片作为输入，使用文

献［８］提出的算法对平整薄片进行揉皱操作，同时记

录下薄片在揉皱过程中产生的破损信息作为撕裂过

程的输入．
在撕裂过程中，算法接受揉皱模型产生的揉皱

薄片以及揉皱过程中产生的有形变的薄片以及破损

信息作为输入，模拟揉皱薄片在有折痕产生的情况

下产生的撕裂效果．
２．１　揉皱模型

采用文献［８］提出的弹性塑性揉皱模型作为我

们的揉皱撕裂模型的起点．每 个 面 上 的 折 弯 应 变Ｓ
由塑性折弯应变Ｓｐ和弹性折弯应变Ｓｅ两部分组成，
其 中，Ｓｅ＝Ｓ－Ｓｐ，当 在 Ｓｅ 弗 罗 贝 尼 乌 斯 范 数

（Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ　ｎｏｒｍ）下超过材料的屈服曲率κ，就采用

下式更新塑性应变：

Ｓｐ ←Ｓｐ＋
Ｓｅ
Ｓｅ
（Ｓｅ －κ） （５）
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同时用一个标 量ｄ来 描 述 材 料 被 弯 折 时 候 的 破 损

程度，当弯折发生的时候，更新过程如下：

ｄ←ｄ＋１ｋ
（Ｓｅ －κ） （６）

我们将塑性应变Ｓｐ和破损ｄ保存在文件中，将在下

节中详述其在撕裂中的作用．
２．２　撕裂模型

构建一个撕裂模型的第一步是找到材料会在何

处破裂．材料破裂的原因是在某处集中了很大的拉

力，所以我们需要在每个模拟的时间点来重新计算

网格中每个顶点受到的拉力，如果这个拉力超过了

一个临界，我们就在这个地方做一个撕裂操作．
直接地从一个网格顶点撕裂到另外一个网格顶

点会带来一些不真实的问题，Ｏ’Ｂｒｉｅｎ等［１４］提出了

分离张量的方法来解决这个问题，这种分离张量是

在每个面上计算的，且与所在的面的大小有关，所以

在相对均匀的网格上可以使用，但是在非均匀的网

格上会出现一些问题．针对这个问题文献［３］提出了

一种在顶点上计算的分离张量，这个方法的好处在

于由于是在每个顶点计算的，所以和网格上的面的

尺寸无关．
我们在每个顶点处计算分离强度．在一个顶点

处找到可以最大地减小拉伸力的方向，由此给定一

个撕裂的方向，可以在顶点处计算其圆形边界上的

路径积分

ｑ１ ＝∫Ω１（Ｉ＋ｄ·Ｍ）σ＋·^ｎｄＳ （７）

式中，ｄ是从揉皱模型中得到的每个面的破损程度，

Ｍ 是折痕倾向矩阵，定义为Ｍ＝Ｄ·Ｄｔ，σ＋ 是 将 式

（２）中的σ的特征值中的负值取０得到，用以避免因

为压缩形变而带来的撕裂现象．
相较于文献［３］中的撕裂模型，这里的撕裂模型

中引入了折痕倾向修正 （Ｉ＋ｄ·Ｍ）来 表 示 折 痕 对

撕裂模型的影响．从公式可以看出，破损量为０时，

折痕对撕裂的影响为单位矩阵，也就是对撕裂没有

影响，而折痕对撕裂影响的方向为沿着折痕的方向，
倾向强度正比于材料的破损．

从揉皱的网格中，我们得到了揉皱后的塑性张

量Ｓｐ，这其实是一个二阶矩阵，揉皱的方向Ｄ是Ｓｐ
的最大的特征 值 对 应 的 特 征 方 向，^ｎ是 指 向 外 侧 的

单位向量．因为我们使用的是三角网格上的有限元

方法，上面的式子可以离散化为

ｑ１ ＝ （Ｉ＋ｄ０·Ｍ０）（σ＋０ ｔ０－（ ）ｓ＋

　　∑
Ｎ－１

ｉ＝１

（Ｉ＋ｄｉ·Ｍｉ）σ＋ｉ ｔｉ＋１－ｔ（ ）ｉ ＋

　　（Ｉ＋ｄＮ·ＭＮ）σ＋Ｎ（－ｓ－ｔＮ）） （８）

式中，ｔｉ是每个边的垂直方向上的单位向量，ｓ是 分

割平面的法向量，ｑ２的计算和ｑ１相似，沿着另外一侧

的弧做积分．
我 们 定 义 单 个 顶 点 上 的 分 离 强 度 为ｓ＝

ｍｉｎ（ｑ１·^ｑ，－ｑ２·^ｑ），其中ｑ^＝Ｎｏｒｍａｌｉｚｅ（ｑ２－ｑ１）．
如果这个分离强度ｓ大于材料的强度τ，那么材料就

会在这个顶点处发生撕裂，顶点的邻接面将会沿着

分割平面分开．
分离强度的计算需要解决一个优化问题来求得

分离平面的位置，但是这个优化问题没有合适的解

析方法可以解决，这里，我们使用了一种简单的采样

的方法来找到一个近似的分离强度，在每个需要分

割的区块，等分角度取Ｎ 个不同的方向，对 每 个 方

向上的分割平面求分离强度，得到取得最小分离强

度的分割平面．

３　网格重划分

在揉皱薄片撕裂的模拟中，自适应的网格重划

分是保证速度和精度的重要一步．我们需要在破损

的地方增加网格的精度，保证裂缝传播的时候有足

够细密的网格，在受力较轻的地方适当地降低网格

的密度，以提高模拟的速度．
在文献［３］的模型中，使用到了所谓的尺寸张量

场来决定网格在不同位置不同的密度．对于尺寸张

量Ｍ，我们要 求 其 邻 接 的 边 的 长 度 满 足ｅＴＭｅ≤１．
但这一模型并没有考虑到揉皱纸片在揉皱区域的精

度，我们对这个模型做适当的调整来解决这个问题．
首先，为了保证网格在撕裂区域的密度，我们引

入了一个撕裂 尺 寸 Ｍｆｒａｃ＝ ２λ
τｘ（ ）ｍｉｎ

２

Ｉ．其 中λ是σ＋

的最大的特 征 值，ｘｍｉｎ是 用 户 指 定 的 网 格 重 划 分 的

最小的边的长度．其次，因为我们的网格在初始化的

时候就有揉皱的部分，所以我们将文献［８］的模型中

的对应网格的尺寸场储存下来，作为网格重划分的

初始尺寸场Ｍｉｎｉｔ，以 保 证 网 格 在 揉 皱 的 部 分 有 很 好

的精度．其他的诸如与曲率相关的尺寸场与文献［３］
模型中的一致，采用相同的方法来组合这些向量场

以得到最终的尺寸向量场Ｍ．
重划分的算子包括切割边，删除顶点以及翻转．

我们使用了简单的采样方法来更新重新划分的网格
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上的数据，包括破损程度以及尺寸张量场．

４　测试结果

实现分为两部分，一部分是将揉皱的算法中的

相应的信息提取并保存，这一部分的算法的实现基

于ＡｒｃＳｉｍ０．２．１，也就是实现 文 献［８］的 代 码．数 据

被保存成了一个文本文件．第二部分的算法的实现

基于ＡｒｃＳｉｍ０．３．０，扩展 了 文 件 的 读 写 同 时 修 改 了

撕裂模型．

图２　平整薄片的撕裂结果

Ｆｉｇ．２　Ｔｅａｒｉｎｇ　ｏｆ　ｆｌａｔ　ｓｈｅｅｔｓ

图片中深色的部分是揉皱的部分

图３　各种不同的揉皱纸片的撕裂模拟

Ｆｉｇ．３　Ｔｅａｒｉｎｇ　ｏｆ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｃｒｕｍｐｌｅｄ　ｓｈｅｅｔｓ

平整薄片的撕裂结果如图２所示，我们可以看

到，在文献［３］的正常纸片的撕裂效果模型中，纸片

的裂痕传播比较自然，撕裂自由地向下传播而没有

很强的倾向性．
我们测试了纸张被不同程度揉皱之后的撕裂效

果．现实中，当我们希望纸片沿着一个平整的线条撕

裂，通常会先将纸片折叠，然后再进行撕裂．对比图

２中平整纸片的撕裂，如图３（ａ），可以看到，对于被

折叠的纸片，当裂隙传播到折痕处，即开始沿着折痕

处行进，这和现实中的情形非常接近．而对于揉皱纸

片，如图３（ｂ），（ｃ），我们发现，纸片被揉皱后，揉 皱

会对折痕的传播产生影响，而纸片被揉皱的情况越

严重，折痕就越是不规则，符合现实中纸片撕裂的情
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形．如表１所示，算法可以在面数较少的情况下接近

达到接近实时的模拟速度．
表１　各个场景的撕裂性能

Ｔａｂ．１　Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ　ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓ

场景 面的数量／个 物理／ｓ 几何／ｓ 总计／ｓ

１　 ０．５ｋ １．２９　 １．７６　 ３．０５

２　 ３ｋ ４．２９　 １２．７２　 １７．０１

３　 ３ｋ ４．０１　 １２．７８　 １６．７９

４　 １４ｋ ３２．７９　 １１３．９１　 １４６．７０

　　【注】　计时使用的是２５帧花费的时间，物理过程包括物理更新

和碰撞检测，几 何 过 程 包 括 网 格 重 划 分 以 及 撕 裂．模 拟

使用的是一台ＣＰＵ频率为２．６ＧＨｚ的ｉ７－２６３０ＱＭ笔记

本电脑．

５　结论

我们的算法通过对纸张类材质的破碎动态的稳

定计算，能有效 地 模 拟 揉 皱 纸 片 的 撕 裂 效 果．揉 皱

撕裂过程模拟的是现实世界中的纸张在揉皱之后的

撕裂，对一些弹性特征和纸张差距较大的材料效果

不好．比起平整纸片的撕裂可以带来更多的细节上

的变化，可以带来更加逼真的撕裂效果．在网格的面

数量很大（超过１０ｋ）时，算法尚且无法达到实时处

理的要 求，一 个 可 能 的 改 进 方 向 是 使 用 多 线 程 或

ＧＰＵ流计算的方式来快速更新 尺 寸 场 和 确 定 裂 缝

传播的具体位置，从而达到真正的实时撕裂效果．此
外，我们放弃了对薄片揉皱之后的几何信息的处理，
如果在皱纹附近引入揉皱时残留下的局部曲率等几

何信息，可能得到更加真实的破碎动态．
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ｆｒａｃｔｕｒｅ　ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｍｕｌｔｉ－ｌａｙｅｒｅｄ　ｔｈｉｎ　ｐｌａｔｅｓ［Ｊ］．
ＡＣＭ　Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ　ｏｎ　Ｇｒａｐｈｉｃｓ（ＴＯＧ），２０１３，３２（４）：

５２．
［１３］ＴＥＲＺＯＰＯＵＬＯＳ　Ｄ， ＦＬＥＩＳＣＨＥＲ　Ｋ． Ｍｏｄｅｌｉｎｇ

ｉｎｅｌａｓｔｉｃ　 ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ： ｖｉｓｃｏｌｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ， ｐｌａｓｔｉｃｉｔｙ，

ｆｒａｃｔｕｒｅ［Ｃ］／／ ＡＣＭ　Ｓｉｇｇｒａｐｈ　Ｃｏｍｐｕｔｅｒ　Ｇｒａｐｈｉｃｓ．
ＡＣＭ，１９８８，２２（４）：２６９－２７８．

［１４］Ｏ’ＢＲＩＥＮ　Ｊ　Ｆ，ＨＯＤＧＩＮＳ　Ｊ　Ｋ．Ｇｒａｐｈｉｃａｌ　ｍｏｄｅｌｉｎｇ
ａｎｄ　ａｎｉｍａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｂｒｉｔｔｌｅ　ｆｒａｃｔｕｒｅ［Ｃ］／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ　ｏｆ
ｔｈｅ　２６ｔｈ　Ａｎｎｕａｌ　Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ　ｏｎ　Ｃｏｍｐｕｔｅｒ　Ｇｒａｐｈｉｃｓ　ａｎｄ
Ｉｎｔｅｒａｃｔｉｖｅ　Ｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ． Ｎｅｗ　Ｙｏｒｋ： ＡＣＭ　Ｐｒｅｓｓ／

Ａｄｄｉｓｏｎ－Ｗｅｓｌｅｙ　Ｐｕｂｌｉｓｈｉｎｇ　Ｃｏ，１９９９：１３７－１４６．
［１５］ＧＩＮＧＯＬＤ　Ｙ，ＳＥＣＯＲＤ　Ａ，ＨＡＮ　Ｊ　Ｙ，ｅｔ　ａｌ．Ａ

ｄｉｓｃｒｅｔｅ　ｍｏｄｅｌ　ｆｏｒ　ｉｎｅｌａｓｔｉｃ　ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｉｎ　ｓｈｅｌｌｓ
［Ｃ］／／ ＡＣＭ　ＳＩＧＧＲＡＰＨ／Ｅｕｒｏｇｒａｐｈｉｃｓ　Ｓｙｍｐｏｓｉｕｍ
ｏｎ　 Ｃｏｍｐｕｔｅｒ　 Ａｎｉｍａｔｉｏｎ． Ｇｒｅｎｏｂｌｅ， Ｆｒａｎｃｅ：

Ｅｕｒｏｇｒａｐｈｉｃｓ　Ａｓｓｏｃｉａｔｉｏｎ，２００４．

７９８第１１期 自适应网格揉皱薄片的撕裂模拟


